Skema Beda Hingga Tak Standar  Pada Model Epidemi Sirc by Khumairoh, Nur
SKEMA BEDA HINGGA TAK STANDAR 


























PROGRAM STUDI MATEMATIKA 
JURUSAN MATEMATIKA 






SKEMA BEDA HINGGA TAK STANDAR 





Sebagai salah satu syarat untuk memperoleh gelar Sarjana Sains 




















PROGRAM STUDI MATEMATIKA 
JURUSAN MATEMATIKA 










LEMBAR PENGESAHAN SKRIPSI 
SKEMA BEDA HINGGA TAK STANDAR 









Setelah dipertahankan di depan majelis penguji pada tanggal  
2 Februari 2016 
dan dinyatakan memenuhi syarat untuk memperoleh gelar 












Ketua Jurusan Matematika 

















Saya yang bertanda tangan dibawah ini : 
 
Nama : Nur Khumairoh 
NIM : 125090407111025 
Jurusan : Matematika 
Penulis Skripsi berjudul : Skema Beda Hingga Tak Standar 
Pada Model Epidemi SIRC 
 
 
Dengan ini menyatakan bahwa : 
1. Isi dari Skripsi yang saya buat adalah benar-benar karya 
sendiri dan tidak menjiplak karya orang lain, selain nama-
nama yang termaktub di isi dan tertulis di daftar pustaka 
dalam Skripsi ini. 
2. Apabila dikemudian hari ternyata Skripsi yang saya tulis 
terbukti hasil jiplakan, maka saya akan bersedia 
menanggung segala resiko yang akan saya terima. 
 





























SKEMA BEDA HINGGA TAK STANDAR 
PADA MODEL EPIDEMI SIRC 
 
ABSTRAK 
Pada skripsi ini dibahas tentang diskritisasi model epidemi SIRC 
pada penyebaran virus influenza menggunakan metode beda hingga 
tak standar. Metode beda hingga tak standar dikembangkan 
menggunakan pendekatan nonlokal dan mengganti penyebut turunan 
dengan fungsi nonnegatif. Dalam hal ini, terdapat dua skema yang 
akan dibahas, yaitu skema beda hingga tak standar yang 
didefinisikan oleh Jodar  dkk. (NSFD) dan skema beda hingga tak 
standar dengan hukum konservasi oleh Mickens (NSFDCL). 
Berdasarkan hasil analisis diketahui bahwa NSFD dan NSFDCL 
mempunyai dua titik kesetimbangan dan jenis kestabilan dari model 
diskrit sama dengan model kontinu SIRC. Jenis kestabilan ditentukan 
berdasarkan angka reproduksi dasar (  ). Titik kesetimbangan bebas 
penyakit bersifat stabil asimtotik jika     , dan titik 
kesetimbangan endemik stabil asimtotik jika     . Simulasi 
numerik dilakukan untuk mengilustrasikan dan menguji hasil analisis 
yang diperoleh. Hasil simulasi numerik NSFD dan NSFDCL 
konsisten secara dinamik dengan model kontinu SIRC.  
Kata kunci : Influenza, model SIRC, beda hingga tak standar, angka    







NONSTANDARD FINITE DIFFERENCE SCHEME  
OF MODEL EPIDEMIC SIRC 
 
ABSTRACT 
This thesis, we discussed about discretization model of 
the SIRC epidemic for influenza disease using the nonstandard  finite 
difference method. Nonstandard finite difference method was 
developed using nonlocal approximation and replacing the 
denominator derivatives with nonnegative function. In this case, 
there are two schemes that will be discussed, those are nonstandard 
finite difference schemes defined by Jodar et al. (NSFD) and 
nonstandard finite difference schemes with the conservation law by 
Mickens (NSFDCL). Based on the result of analysis, it shows 
that NSFD and NSFDCL have two points of equilibrium and stability 
properties of discrete model are same with continuous 
model SIRC. Stability properties are determined by the basic 
reproduction number (  ). The disease-free equilibrium point is 
asymptotically stable if      and equilibrium endemic point 
asymptotically stable if     . The numerical simulation is done to 
illustrate and test the results of the analysis. The result of numerical 
simulation NSFD and NSFDCL is consistent dynamic with 
continuous model SIRC. 
 
Keywords: Influenza, SIRC models, the nonstandard finite 
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1.1 Latar Belakang 
Influenza merupakan penyakit menular yang disebabkan oleh 
virus yang sebagian besar menyerang  saluran pernapasan atas, 
hidung, tenggorokan, saluran pernapasan dan sebagian kecil 
menyerang  paru-paru. Kebanyakan orang sembuh dalam 1-2 minggu 
tanpa memerlukan perawatan medis. Pada orang-orang yang 
menderita penyakit medis lain, seperti penyakit paru-paru, kanker, 
diabetes, dan masalah ginjal atau jantung, influenza dapat 
menimbulkan risiko serius seperti pneumonia dan kematian (Jodar 
dkk., 2008).  
Influenza menyebar ke seluruh dunia dalam epidemi musiman  
yang dapat menimbulkan kematian 250.000-500.000 orang setiap 
tahunnya (WHO, 2014). Influenza memiliki 3 tipe virus yang 
berbeda yaitu virus influenza tipe A, tipe B, dan tipe C 
(Chinviriyasit, 2007). Dari ketiga tipe tersebut yang paling 
berdampak besar bagi manusia dan hewan adalah virus influenza tipe 
A, seperti flu babi (H1N1) dan flu burung (H5N1).  
Fenomena epidemi virus influenza dapat dianalisis dari berbagai 
sudut pandang, salah satunya dalam bentuk model matematika SIRC 
(Susceptible, Infectious, Recovered, and Cross-immune) yang telah 
dikemukakan oleh Casagrandi dkk. (2006). Model SIRC 
mengelompokkan populasi manusia ke dalam subpopulasi rentan (S), 
terinfeksi (I), pulih (R), dan lintas kekebalan (C). Model ini diwakili 
oleh sistem persamaan diferensial biasa nonlinear dengan empat 
persamaan. Solusi dari sistem persamaan nonlinear umumnya sulit 
didapatkan penyelesaian secara eksak. Oleh karena itu, perlu beralih 
ke metode numerik untuk mendapatkan pendekatan solusi  yang sulit 
ditentukan secara analitik.  
Metode numerik terkenal seperti Euler maju, Runge-Kutta, dan 
yang lain, terkadang gagal membangkitkan osilasi, bifurkasi, chaos, 
dan kesalahan titik tetap (Lambert, 1991). Salah satu alternatif untuk 
mencegah ketidakstabilan numerik adalah menggunakan metode 
beda hingga tak standar yang dikemukakan oleh Mickens. Metode 
beda hingga tak standar telah banyak dibahas dan diteliti, diantaranya 
Mickens (2007), Kallista (2010), Rachmawati  (2011), Yanti (2012), 




oleh Novitasari dkk. (2013) menggunakan Runge-Kutta orde empat, 
tetapi hasil yang diberikan hanya stabil pada ukuran langkah 
      . Nurul dkk. (2012) membahas penyelesaian numerik 
influenza antigen drif dengan model SI-SIRC. Chinviriyasit (2007) 
membahas penyelesaian model SIRC menggunakan beda hingga 
standar. 
Skripsi ini mengkaji ulang artikel yang dibahas oleh Jodar dkk. 
(2008) tentang diskritisasi model SIRC menggunakan metode beda 
hingga tak standar. Metode beda hingga tak standar dikembangkan 
menggunakan pendekatan nonlokal dan mengganti penyebut turunan 
dengan fungsi nonnegatif yang menimbulkan skema titik tetap. 
Metode tersebut dapat mempertahankan sifat-sifat kestabilan lokal 
dari titik kesetimbangan bebas penyakit, dan memungkinkan untuk 
menghitung secara numerik titik kesetimbangan endemik. Dalam hal 
ini, terdapat dua skema yang akan dibahas, yaitu skema beda hingga 
tak standar yang didefinisikan oleh Jodar  dkk. (2008) dan skema 
beda hingga tak standar dengan hukum konservasi oleh Mickens.  
Pada bagian akhir, akan ditunjukkan simulasi dari kedua skema beda 
hingga tak standar menggunakan software Matlab.    
 
1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang diatas, pokok permasalahan dalam 
penulisan skripsi ini adalah  
1. bagaimana diskritisasi model SIRC menggunakan metode beda 
hingga tak standar,  
2. bagaimana titik kesetimbangan dan kestabilan model SIRC 
diskrit, 
3. bagaimana hasil simulasi numerik model SIRC.  
 
1.3 Batasan Masalah  
Batasan masalah pada penulisan skripsi ini adalah  
1. tingkat kelahiran sama dengan tingkat kematian, 





1.4 Tujuan  
Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah 
1. melakukan diskritisasi model SIRC menggunakan metode beda 
hingga tak standar, 
2. menentukan titik kesetimbangan dan kestabilan model SIRC 
diskrit, 











2.1 Sistem Dinamik 
Sistem dinamik adalah suatu keadaan yang dipengaruhi oleh 
waktu (t). Dalam penerapannya, terdapat dua jenis sistem dinamik, 
yaitu sistem dinamik diskrit dan sistem dinamik kontinu. Sistem 
dinamik diskrit dinyatakan dalam persamaan beda, yaitu  
      (  )      atau  . 
Apabila   kontinu, maka sistem dinamik merupakan suatu persamaan 
diferensial, yaitu  
  
  
  ( ⃗  )     
(Arrowsmith dan Place, 1990) 
 
2.2 Sistem Dinamik Kontinu 
2.2.1 Sistem Otonomus 
Sistem otonomus adalah suatu sistem persamaan diferensial yang 
berbentuk  
 ̇   (   ), 
 ̇   (   ), 
(2.1) 
dimana fungsi   dan   kontinu dan tidak bergantung secara eksplisit 
terhadap waktu. 
(Boyce dan Diprima, 2012) 
 
2.1.2 Titik Kesetimbangan  
Dari sistem otonomus (2.1), titik   ⃗⃗⃗⃗⃗  (     ) disebut titik kritis 
atau titik tetap jika  (     )    dan  (     )   . Titik kritis   ⃗⃗⃗⃗⃗ 













   disebut titik 
kesetimbangan. 
(Boyce dan Diprima, 2012) 
 
2.3 Sistem Dinamik Diskrit 
Fenomena-fenomena yang berkaitan dengan waktu yang berjalan 
secara diskrit digambarkan dengan persamaan beda. Sebagai contoh, 
6 
 
jika populasi tertentu berkembang secara diskrit, maka jumlah 
populasi ke (   ) merupakan fungsi dari populasi ke-n. Jika 
terdapat interaksi antara dua spesies, maka populasi keduanya pada 
waktu ke-(   ) dapat ditulis dalam bentuk sistem persamaan beda 
sebagai berikut  
      (     )  
      (     )  
(2.2) 
Titik (     ) disebut titik kesetimbangan persamaan (2.2) jika 
 (     )     dan  (     )    , dimana   dan   adalah fungsi 
pembangkit sistem. 
 (Elaydi, 2005) 
 
2.3.1 Sistem Dinamik Diskrit Tak Linear 
Pada persamaan (2.2), jika   dan   memuat perkalian antar 
variabel tak bebas, maka sistem (2.2) disebut sistem dinamik diskrit 
tak linear. Misalkan titik (     ) adalah titik kesetimbangan sistem 
tak linear, perilaku di sekitar titik kesetimbangan dapat diketahui 
dengan menganalisis sistem hasil linearisasi. Proses linearisasi 
sistem tak linear dilakukan dengan ekspansi Taylor terhadap masing-
masing fungsi    dan   yaitu  
 
 (     )   ( 
    )  
  (    )
   
(    
 )  
  (    )
   
(    
 )  
  (     )   
 (     )   ( 
    )  
  (    )
   
(    
 )  
  (    )
   
(    
 )  
  (     )   
di mana   (     ) dan   (     ) adalah suku sisa, yang memenuhi  
 
   
(     ) ( 
   )
  (     )
‖(    
 ) (    
 )‖
    
   
(     ) ( 
   )
  (     )
‖(    
 ) (    
 )‖




untuk (     )  ( 
    ). Oleh karena itu,   (     ) dan 
  (     ) dapat diabaikan.  
Karena (     ) adalah titik kesetimbangan, maka sistem (2.2) 
dapat didekati dengan  
 
      
  
  (     )
   
(    
 )  
  (     )
   
(    
 )  
      
  
  (     )
   
(    
 )  
  (     )
   
(    
 )  
atau 
      
  
  (     )
   
(    
 )  
  (     )
   
(    
 )  
      
  
  (     )
   
(    
 )  
  (     )
   
(    
 )  
(2.3) 
Dengan memisalkan        
  dan        
 , maka sistem 
(2.3) menjadi  
     
  (     )
   
   
  (     )
   
    
     
  (     )
   
   
  (     )
   
    
atau dalam bentuk matriks  
 
[
    







  (     )
   
  (     )
   
  (     )
   
  (     )









(Boyce dan Diprima, 2012) 
 
2.3.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan 
Titik (     ) disebut titik kesetimbangan sistem tak linear. 
Kestabilan titik tersebut dapat ditentukan dengan menganalisis 
sistem hasil linearisasi.  
Perhatikan persamaan beda orde   berikut. 
 (   )     (     )       ( )     (2.4) 
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dimana    bernilai konstan            dan      . Persamaan 
karakteristik untuk persamaan (2.4) adalah 
 
 ( )        
          (2.5) 
Misalkan    merupakan akar-akar karakteristik persamaan (2.4), 
maka berlaku semua solusi dari persamaan (2.4) konvergen menuju 0 
(stabil asimtotik) jika dan hanya jika |  |   . 
(Elaydi, 2005) 
 
2.4 Kriteria Kestabilan Schur-Cohn 
Solusi dari persamaan karakteristik (2.5) dikatakan stabil 
asimtotik jika memenuhi syarat-syarat berikut. 
(i)  ( )     
(ii) (  )  (  )     
(iii) Matriks (   )  (   )  merupakan positif innerwise 




    
     
  
    







      
         
   
     




Matriks   dikatakan positif innerwise jika sub determinan di 
dalam matriks tersebut bernilai positif. 
(Elaydi, 2005) 
 
2.5 Metode Beda Hingga Standar 
Metode beda hingga didasarkan pada ekspansi deret Taylor 
dalam mengaproksimasi turunan. Ekspansi deret Taylor untuk 
 ( ) disekitar      dapat ditulis sebagai 
 (    )   (  )    
 (  )  
  
  
  (  )     (2.7) 
dari persamaan tersebut diperoleh 
 (    )   (  )    
 (  )   ( ), 
  (  )  
 (    )   (  )
 
  ( )  
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Dengan demikian diperoleh pendekatan turunan pertama pada titik 
      yaitu  
  (  )  
  (  )
  
 
       
 
  
Pendekatan turunan pertama pada persamaan di atas disebut beda 
maju.  
 (    )   (  )    
 (  )  
  
  
  (  )     (2.8) 
Berdasarkan ekspansi deret Taylor pada persamaan (2.8) dapat 
diperoleh  
  (  )  
 (  )   (    )
 
  (  )  
dengan demikian diperoleh pendekatan turunan pertama di titik 
      yaitu  
  (  )  
  (  )
  
 
       
 
  
Pendekatan turunan pertama pada persamaan disebut beda mundur.  
Pendekatan turunan pertama di titik       dapat dilakukan dengan 
cara lain. Jika persamaan (2.7) dikurangi (2.8) maka diperoleh  
 
 (    )   (    )     
 (  )  
  
  
    (  )     (2.9) 
sehingga didapatkan  
  (  )  
 (    )   (    )
  
  (  )  
Dengan demikian diperoleh pendekatan turunan pertama dengan 
kesalahan  (  ) yaitu, 
 
  (  )  
 (    )   (    )
  
 
         
  
  




Metode beda hingga standar yang sering digunakan untuk 
pendekatan turunan pertama adalah metode Euler. Salah satu metode 
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Euler yang sering digunakan adalah metode Euler maju. Sebagai 
contoh, sistem persamaan diferensial (2.1) dengan ruas kiri yang 
didekati oleh beda maju, yaitu  
 
 (    )   (  )
 
  ( (   )  (  ))  
 (    )   (  )
 
  ( (  )  (  ))  
(2.10) 
sehingga diskritisasi dengan metode Euler dapat dituliskan dalam 
bentuk 
 (    )   (  )    ( (   )  (  ))  
 (    )   (  )    ( (   )  (  ))  
atau 
          (     )  
          (     )  
(Boyce dan Diprima, 2012) 
 
2.6 Metode Beda Hingga Tak Standar 
Suatu skema beda hingga dinamakan skema beda hingga tak 
standar apabila memenuhi salah satu atau kedua kondisi berikut:  
a. Bentuk turunan pertama 
  
  
 diubah menjadi 
 (   )  ( )
 ( )
, dimana 
 ( ) adalah fungsi kontinu yang memenuhi sifat  ( )    
 (  ) dan    ( )    untuk    . 
b. Digunakan pendekatan nonlokal diskrit untuk bentuk nonlinear 
pada persamaan diferensial. Dalam hal ini, bentuk tak linear xy 
dapat diubah menjadi  ( ) ( )  ( ) (   )  (   ) ( ) atau 
 (   ) (   ).  
(Mickens, 2005) 
 
2.7 Angka Reproduksi Dasar  
Angka reproduksi dasar sering dilambangkan dengan   . Angka 
reproduksi dasar adalah rata-rata jumlah infeksi sekunder yang 
disebabkan oleh infeksi primer tunggal dalam subpopulasi rentan. 
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Fungsi dari    adalah sebagai alat untuk mengetahui dinamika 
penyebaran dalam suatu penyakit. 
(Casagrandi dkk., 2006) 
 
2.8 Model Kontinu Epidemi SIRC 
Model SIRC terdiri dari empat subpopulasi, dimana S merupakan 
subpopulasi rentan yaitu individu-individu yang tidak memiliki 
pertahanan kekebalan yang spesifik terhadap strain tertentu. I 
merupakan subpopulas terinfeksi yaitu individu-individu yang 
terinfeksi strain dominan pada saat ini.  R merupakan subpopulasi 
pulih, dan C merupakan subpopulasi yang memiliki kekebalan. 
Dalam model ini, subpopulasi yang rentan dapat terinfeksi melalui 
kontak atau interaksi dengan subpopulasi yang terinfeksi. 
Selanjutnya, individu yang terinfeksi akan pulih dari strain dominan 
pada saat ini, dan memiliki kekebalan penuh.  
Kemudian setelah beberapa waktu, individu R pindah ke 
subpopulasi C karena hanya memiliki kekebalan parsial untuk strain 
dominan baru yang muncul sejak terinfeksi lalu. Dari subpopulasi C, 
terdapat individu yang kembali rentan, terinfeksi, atau pulih. Model 
tersebut mengasumsikan bahwa tingkat kelahiran sama dengan 
tingkat kematian dan individu yang lahir dianggap rentan terhadap 
penyakit. Model SIRC dapat digambarkan dalam diagram 









Gambar 2.1 Diagram kompartemen model SIRC 
 
Berdasarkan Gambar 2.1 diperoleh sistem sebagai berikut  
 
 ( )      ( )    ( ) ( )    ( )  
 ( )    ( ) ( )     ( ) ( )  (   ) ( )  
 ( )  (   )  ( ) ( )    ( )  (   ) ( )  
 ( )    ( )    ( ) ( )  (   ) ( )  
(2.11) 
𝜇 𝜇 𝜇 𝜇 
𝛽 𝛼 𝛿 𝜇 
𝛾 
𝜎𝛽 (  𝜎)𝛽 
S I R C 
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Berdasarkan asumsi awal yaitu laju kelahiran sama dengan laju 
kematian maka total populasi  ( )   ( )   ( )   ( )   , 
sehingga sistem persamaan (2.11) ekuivalen dengan sistem 
persamaan berikut.  
 
 ( )      ( )    ( ) ( )    ( )  
 ( )    ( ) ( )     ( ) ( )  (   ) ( )  
 ( )   (   ( )   ( )   ( ))    ( ) ( )
 (   ) ( )  
(2.12) 
dengan  
S(t) : individu yang rentan pada waktu t, 
I(t) : individu yang terinfeksi pada waktu t, 
R(t) : individu yang pulih pada waktu t, 
C(t) : individu yang telah pulih setelah terinfeksi strain 
lain, 
  : laju kelahiran yang sama dengan laju kematian, 
  : laju kontak subpopulasi rentan ke subpopulasi yang 
terinfeksi, 
  : laju besarnya subpopulasi yang pulih, 
  : laju subpopulasi yang sembuh setelah terinfeksi 
kemudian memiliki kekebalan sementara, 
  : rata-rata kemungkinan infeksi ulang dari 
subpopulasi C, 
(   )  : laju subpopulasi yang memiliki kekebalan sementara 
kemudian pulih total, 
  : laju subpopulasi yang memiliki kekebalan sementara 
kemudian kembali rentan. 
(Casagrandi dkk., 2006) 
 
Dari persamaan (2.11) diperoleh dua titik kesetimbangan yaitu 
titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik.  
1. Titik kesetimbangan bebas penyakit  
   (       )  (       ). 
2. Titik kesetimbangan endemik   






  ( )  
(   )
 
 
    ( )
  ( )(    )  (   )(   )
  
  ( )  
  ( )(  ( )     )
  ( )(    )  (   )(   )
   
  ( )  
   ( )
  ( )(    )  (   )(   )
  
dan   ( ) adalah akar-akar dari persamaan kuadrat    ( )
  
   ( )        dengan  
    
 (      ), 
    ((   )(      )   (    )  
 (    )), 
   (   )(   )(    )  
   
 
   
  
Berdasarkan titik kesetimbangan yang diperoleh, terdapat dua 
jenis kestabilan yaitu  
1. Kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit  
Jenis kestabilan pada titik kesetimbangan penyakit adalah stabil 
asimtotik jika     . 
2. Kestabilan titik kesetimbangan endemik 
Jenis kestabilan pada titik kesetimbangan endemik adalah stabil 
asimtotik jika     .  







HASIL DAN PEMBAHASAN 
 
3.1 Skema Beda Hingga Tak Standar dengan Hukum Konservasi 
(NSFDCL). 
3.1.1 Diskritisasi Model SIRC 
Sistem persamaan (2.11) didiskritisasi menggunakan metode 
beda hingga tak standar seperti yang telah dijelaskan pada subbab 
2.6. Kemudian pada turunan pertama didekati dengan beda maju. 
Skema beda hingga tak standar yang digunakan adalah sebagai 
berikut.   
 
       
    
                      
       
    
                        
       
    
                             
       
    
                             
      
(3.1) 
Dari persamaan (3.1) dapat diperoleh bentuk persamaan eksplisit 
sebagai berikut.  
 
     
                
               
  
     
                   
               
  (3.2) 
     
                          
       
  
     
                                      




Skema tersebut memenuhi  ̇     ̇     ̇     ̇      (total 
populasi konstan) sehingga memenuhi hukum konservasi.  
 
3.1.2 Titik Kesetimbangan Model 
Titik kesetimbangan pada sistem persamaan (3.1) diperoleh 
berdasarkan penjelasan pada subbab 2.3, maka memenuhi kondisi 
           dan analog dengan                  yaitu 
     
    
                  
     
    
                    
     
    
                       
     
    
                           
 
 Diperoleh bentuk sederhana  
                  (3.3.a) 
                    (3.3.b) 
                       (3.3.c) 
                         (3.3.d) 
Berdasarkan persamaan (3.3.c) diperoleh dua kemungkinan nilai   , 
yaitu jika      maka disebut dengan titik kesetimbangan bebas 
penyakit, dan jika      maka disebut titik kesetimbangan endemik. 
 
3.1.2.1 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Titik kesetimbangan bebas penyakit (disease free equilibrium) 
adalah suatu kondisi dimana sudah tidak ada lagi individu yang 
terserang penyakit. Titik tersebut diperoleh ketika     .  
Dari persamaan (3.3.c) diperoleh  
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Substitusi      ke persamaan (3.3.d)  maka 
           
      
Substitusi      dan      ke persamaan (3.3.b), maka 
            
      
Substitusi      dan      ke persamaan (3.3.a), maka  
       , 
   
 
 
    
Titik kesetimbangan bebas penyakit dari semua substitusi persamaan 
menghasilkan                            . 
 
3.1.2.2 Titik Kesetimbangan Endemik 
Titik kesetimbangan endemik adalah suatu kondisi dimana 
penyakit selalu ada dalam subpopulasi tersebut. Titik tersebut 
diperoleh jika     .   
Dari persamaan (3.3.b) dan (3.3.d) diperoleh 
                    
     
           
 
  (3.4) 
                         
     
              
     
  (3.5) 
Selanjutnya, dari persamaan (3.4) dan (3.5)  diperoleh 
 
           
 
 
              
     
 
                                   ,  
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  (3.6) 
 
Persamaan (3.6) disubstitusikan ke persamaan (3.4) 
 
     
    
                    
         
 
  
     
             
                       
   
     
            
                    
  (3.7) 
 
Berdasarkan persamaan (3.3.c) diperoleh             
          dengan      sehingga 
 
                . (3.8) 
Persamaan (3.6) disubstitusikan ke persamaan (3.8) diperoleh 
                , 
              , 
      
     
 
  
   
     
 
      
   
     
 
 
     
                    




Dari persamaan (3.3.a) diperoleh 
                  
                 , 
   
     
     
  
   
   (
    
                    
)
     
 
   
                            
                             
 (3.10) 
Dari persamaan (3.9) dan (3.10) diperoleh 
     
 
 
     
                    
 
                            
                             
 
(3.11) 
Dari persamaan (3.11) diperoleh persamaan kuadrat  
   
      
        
dengan  
    
           , 
           , 
     
                           
                    , 
  (                             ),  
    
                              
               , 
           (  
 
   
), 
                 . 




Berdasarkan penyelesaian persamaan diatas, titik kesetimbangan 
endemik model SIRC adalah                   dengan 
 
      
     
 
 
     
                    
  (3.12.a) 
      
            
                    
  (3.12.b) 
      
    
                    
  (3.12.c) 
   adalah akar-akar dari persamaan kuadrat    
 
 
     
 
        
dengan  
    
         , 
    (                             ), 
                   . 
Dari persamaan kuadrat    
 
 
     
 
       diperoleh akar 
persamaan kuadrat yaitu      dan  
 
   
      jika dan hanya jika     , 
      +  
 
     , 
      
 




sehingga berlaku      dan     . 
       
 
       
      
 




sehingga berlaku      dan     . 
Sifat akar dari persamaan tersebut adalah dua akar berbeda 
tanda. Persamaan kuadrat memiliki akar yang berbeda tanda jika 
salah satu akar bertanda positif, dan yang lain negatif apabila 
perkalian kedua akarnya bernilai negatif (      
 
    ). Oleh 
karena itu, berlaku koefisien    bernilai positif,    bernilai negatif 
dan    bernilai negatif, sehingga titik kesetimbangan endemik 




3.1.3 Kestabilan Titik Kesetimbangan 
Setelah diperoleh hasil diskritisasi menggunakan skema beda 
hingga tak standar dengan teknik Mickens, berdasarkan sistem 










     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     







  (3.13) 
Penyelesaian selengkapnya terdapat pada Lampiran 2. 
 
3.1.3.1 Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Titik kesetimbangan bebas penyakit                   
          disubstitusikan ke persamaan (3.13) menghasilkan 
matriks Jacobi : 











       
     
         
        
         
 
 
         
       
 
     
       
  
         
         
 
  
(     )         
                  
         










Dari matriks Jacobi tersebut akan ditentukan persamaan karakteristik 
















       
     
         
        
         
 
   
         
       
 
     
       
    
         
         
 
  
(     )         
                  
  
         















Akar-akar persamaan karakteristik (3.14) adalah 
   (
 
       
)  
   
         
       
  
   
         
         
  
   
         
       
  
Penyelesaian selengkapnya dari matriks tersebut dapat dilihat pada 
Lampiran 3. 
 
Karena         , dan      , maka            , sehingga 
   
         
         
   
                    
          
 
 
   
     
       
Dari penyelesaian tersebut, dapat disimpulkan bahwa kestabilan titik 
kesetimbangan bebas penyakit (NSFDCL) stabil asimtotik jika 




3.1.3.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik 
Titik kesetimbangan endemik                  
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Dari matriks Jacobi tersebut akan ditentukan persamaan 
karakteristik dan nilai eigen yang diperoleh dari            . 
 












     
 
      
  
 
   
 
 
      
  
 












      
   










Persamaan karakteristik dari matriks tersebut berupa polinom 
berderajat empat yaitu  
 
           
     
        , (3.15) 
dengan 
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Penyelesaian selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 4. 
 
Kestabilan dari titik kesetimbangan endemik dapat ditentukan 
melalui kriteria kestabilan Schur-Cohn. Solusi persamaan (3.15) 
dikatakan stabil asimtotik jika memenuhi tiga syarat, yaitu 
 
1.                      
2.                            
3.   
  [
   
    
     
]  [
    
     
      
] 
a.   
  [
   
    
     
]  [
    
     
      
] 
 [
    
        
              
] 
                                       
                 
26 
 
                
      
           
 
   
      
    
b.   
  [
   
    
     
]  [
    
     
      
] 
 [
     
         
              
] 
                          
                 
                 
                      
      
        
   
    
      
    
 
3.2 Skema Beda Hingga Tak Standar 
3.2.1 Diskritisasi Model SIRC 
Menurut Jodar dkk. (2008) hasil diskritisasi sistem persamaan 
(2.12) menggunakan skema beda hingga tak standar adalah sebagai 
berikut.   
 
       
    
                                
       
    
                                     
       
    




Dari sistem persamaan (3.16) diperoleh bentuk persamaan eksplisit 
sebagai berikut. 
 
     
                        






     
                    
                   
  
     
                    
               
  
 
dimana      ,       dan                  
    . Skema yang didefinisikan Jodar dkk. (2008) bertujuan untuk 
mengetahui seberapa besar peran   sebagai tingkat kontak antara   
dan  . 
 
3.2.2 Titik Kesetimbangan Model  
Titik kesetimbangan pada skema (3.16) diperoleh dengan cara 
yang sama seperti sebelumnya, dimana kondisi            dan 
analog dengan            dan      sehingga 
 
     
    
                          
     
    
                               
     
    
                              
               
 
Diperoleh bentuk sederhana yaitu 
                  
(3.18) 
                       
                      
              
Berdasarkan pada subbab 2.8, sistem persamaan (3.18) ekuivalen 
dengan sistem persamaan (3.3.a)-(3.3.d), sehingga memiliki titik 
kesetimbangan yang sama dengan skema beda hingga tak standar 




3.2.3 Kestabilan Titik Kesetimbangan 
Setelah diperoleh diskritisasi menggunakan skema beda hingga 
tak standar, maka persamaan (3.17) menghasilkan matriks Jacobi 
sebagai berikut. 






     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     
   
     






Penyelesaian selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 5. 
 
3.2.3.1 Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Titik kesetimbangan bebas penyakit              
          disubstitusikan ke persamaan (3.19) menghasilkan 
matriks Jacobi:  






       
           
        
           
     
           
 
       
       
 
 
     
       
 
     
       
       






Dari matriks Jacobi tersebut akan ditentukan persamaan karakteristik 
dan nilai eigen yang diperoleh dari            . 
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Persamaan karakteristik dari matriks tersebut adalah  
 
(  
       
       
)                (3.20) 
dengan  
   
       
           
 
       
       
  
   (
       
           
)(
       
       
)
 (
     
       
)(
     
           
)  
 
Berdasarkan persamaan (3.20), diperoleh tiga nilai eigen, yaitu  
   
       
       
  
dan      merupakan nilai eigen dari   
           . Misalkan  
 
               (3.21) 
Berdasarkan pada subbab 2.4, kriteria kestabilan Schur-Cohn 
memiliki tiga syarat yang harus dipenuhi agar solusi dari persamaan 
(3.21) dikatakan stabil asimtotik, yaitu  
 
I.              
 
     (         )
         (           )
    
II.               
   
       
           
 
       
       
 (
       
           
)(
       
       
)
 (
     
       
)(
     
           
)     
30 
 
III.        
a.      
   (
       
           
)(
       
       
)
 (
     
       
)(
     
           
)    
b.      
  
    [                (           )]
         (           )
   
Penyelesaian selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 6. 
 
Syarat I-III terpenuhi, maka        , sehingga jika      maka 
solusi persamaan (3.20) stabil asimtotik. 
   
       
       
   
                  




  , 
 
 
   
    
         
Berdasarkan penyelesaian tersebut, dapat disimpulkan bahwa 
jenis kestabilan dari titik kesetimbangan bebas penyakit stabil 
asimtotik jika         
 
3.2.3.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik 
Titik kesetimbangan endemik               disubstitusikan 
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Dari matriks Jacobi tersebut akan ditentukan persamaan karakteristik 
dan nilai eigen yang diperoleh dari            . 
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Persamaan karakteristik dari matriks tersebut berupa polinom 
berderajat tiga yaitu 
 
           
         (3.22) 
dengan 
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Penyelesaian selengkapnya terdapat pada Lampiran 7. 
 
Kestabilan dari persamaan (3.22) dapat ditentukan melalui 
kriteria kestabilan Schur-Cohn. Solusi persamaan (3.22) dikatakan 
stabil asimtotik jika memenuhi tiga syarat, yaitu 
 
1.                   
2.                         
3.   
  [
  
   
]  [
   
    
]    
a.   
  [
  
   
]  [
   
    
] 
 [
   
         
]              
    
b.   
  [
  
   
]  [
   
    
] 
 [
    
         
]              




3.3 Simulasi Numerik  
Pada subbab ini, digunakan parameter dan ukuran langkah yang 
berbeda-beda, untuk menunjukkan model SIRC diskrit konsisten 
secara dinamik dengan model kontinu. Ukuran langkah yang akan 
digunakan adalah 0.01, 0.05, 1, dan 10. Parameter yang digunakan 
pada simulasi numerik adalah terdapat pada Tabel 3.1.  
 
Tabel 3.1. Parameter 
     0.8 
     0.1 
     0.06 
     0.04 
           
  365/5 
  1/2 
  1 
  1/50 





3.3.1 Simulasi Skema Beda Hingga Tak Standar dengan 
Hukum Konservasi (NSFDCL) 
a. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit (    )  
Pada Gambar 3.1 dengan                  dan parameter 
pada Tabel 3.1 menunjukkan bahwa NSFDCL konvergen ke titik 
kesetimbangan yang sama. Titik kesetimbangan yang dihasilkan  
yaitu     ;     ;     ;      dengan      dan     . 





Gambar 3.1. NSFDCL Bebas Penyakit  











































































































































b. Titik Kesetimbangan Endemi (    ) 
Pada Gambar 3.2 dengan                  dan parameter 
pada Tabel 3.1 menunjukkan bahwa NSFDCL konvergen ke titik 
kesetimbangan yang sama. Titik kesetimbangan yang dihasilkan  
yaitu           ;           ;           ;            
dengan       dan     . Hal ini menunjukkan bahwa masih 





Gambar 3.2. NSFDCL Endemik 
  














































































































































3.3.2 Simulasi Skema Beda Hingga Tak Standar 
Pada simulasi skema beda hingga tak standar pada persamaan 
(3.17) akan digunakan dua penyebut yaitu            dan 
      . Menurut Jodar dkk. (2008) jika fungsi penyebut berbeda 
dari  , maka skema disebut dengan beda hingga tak standar 
renormalisasi (NSFDR). 
 
3.3.2.1 Beda Hingga Tak Standar Renormalisasi (NSFDR) 
a. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit (    ) 
Berdasarkan hasil yang ditampilkan pada Gambar 3.3, masing-
masing subpopulasi (       ) konvergen menuju ke suatu titik 
kesetimbangan yang sama. Titik kesetimbangan yang dihasilkan  
yaitu     ;     ;     ;      dengan      dan     . 
Hal ini menunjukkan bahwa tidak terjadi penyebaran virus Influenza, 
sehingga titik kesetimbangan (1, 0, 0, 0) bersifat stabil asimtotik jika 





Gambar 3.3. NSFDR Bebas Penyakit 


















































































































































b. Titik Kesetimbangan Endemik (    ) 
Berdasarkan hasil yang ditampilkan pada Gambar 3.4, masing-
masing subpopulasi (       ) konvergen menuju ke suatu titik 
kesetimbangan yang sama. Titik kesetimbangan yang dihasilkan  
yaitu           ;           ;           ;            
dengan       dan     . . Hal ini menunjukkan bahwa masih 
terjadi penyebaran virus Influenza, sehingga titik kesetimbangan 
(       ,        ,        ,        ) bersifat stabil asimtotik jika 




Gambar 3.4. NSFDR Endemik 
  

















































































































































3.3.2.2 Beda Hingga Tak Standar (NSFD) 
a. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit (    ) 
Pada Gambar 3.5 dengan               dan parameter pada 
Tabel 3.1 menunjukkan bahwa NSFD konvergen menuju titik 
kesetimbangan yang sama. Titik kesetimbangan yang dihasilkan  
yaitu     ;     ;     ;      dengan      dan     . 
Hal ini menunjukkan bahwa tidak terjadi penyebaran virus Influenza. 
Sedangkan dengan      NSFD menjadi divergen, karena tidak 
menuju ke suatu titik kesetimbangan. Oleh karena itu, NSFD hanya 




Gambar 3.5. NSFD Bebas Penyakit 
  














































































































































































b. Titik Kesetimbangan Endemik (    ) 
Pada Gambar 3.6 dengan               dan parameter pada 
Tabel 3.1 menunjukkan bahwa NSFD konvergen ke titik 
kesetimbangan yang sama. Titik kesetimbangan yang dihasilkan  
yaitu           ;           ;           ;            
dengan       dan     . Hal ini menunjukkan bahwa masih 
terjadi penyebaran virus Influenza, sedangkan dengan      NSFD 
menjadi divergen, karena tidak menuju ke suatu titik kesetimbangan. 





Gambar 3.6. NSFD Endemik 
  











































































































































































Beberapa hasil simulasi yang dilakukan sebelumnya, dapat 
dirangkum pada Tabel 3.2, dimana pada tabel tersebut juga diberikan 
hasil simulasi menggunakan Runge-Kutta orde empat yang telah 
dibahas oleh Novitasari dkk. (2013). 
 
Tabel 3.2 Perbandingan NSFDCL, NSFDR, NSFD, dan RK-4 
  RK-4 NSFDCL NSFDR NSFD 
0.01 Konvergen Konvergen Konvergen Konvergen 
0.05 Konvergen Konvergen Konvergen Konvergen 
1 Divergen Konvergen Konvergen Konvergen 
10 Divergen Konvergen Konvergen Divergen 
 
Berdasarkan Tabel 3.2  dapat dilihat bahwa metode Runge-Kutta 
orde empat hanya konvergen pada ukuran langkah yang sangat kecil 
yaitu       , NSFD hanya konvergen pada    , sedangkan 






KESIMPULAN DAN SARAN 
 
4.1 Kesimpulan  
Berdasarkan pada pembahasan bab sebelumnya, dapat 
diambil kesimpulan sebagai berikut. 
1. Model SIRC dapat didiskritisasi menggunakan dua cara, 
yaitu menurut definisi Jodar dkk. (2008) dan definisi 
Mickens (NSFDCL). 
2. Titik kesetimbangan dan jenis kestabilan yang diperoleh dari 
model epidemi SIRC diskrit menggunakan metode beda 
hingga tak standar sama dengan model SIRC kontinu.  Jenis 
kestabilan pada titik kesetimbangannya bergantung pada 
nilai angka reproduksi dasar (  ). Titik kesetimbangan bebas 
penyakit stabil asimtotik jika      dan titik 
kesetimbangan endemik stabil asimtotik jika     .  
3. Hasil simulasi numerik model SIRC diskrit konsisten secara 
dinamik dengan model SIRC kontinu. 
 
4.2 Saran  
Saran yang dapat diberikan untuk penelitian selanjutnya 
yaitu analisis kestabilan titik kesetimbangan pada skripsi ini 
didasarkan pada sistem hasil linearisasi di sekitar titik 
kesetimbangan. Hal ini berarti analisis tersebut bersifat lokal. 
Oleh karena itu, penelitian ini dapat dikembangkan lebih lanjut 
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Lampiran 3. Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit (NSFDCL) 
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Lampiran 4. Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik (NSFDCL) 












     
 
      
  
 
   
 
 
      
  
 












      
   

















   
 
 
      
  
 





    
 
  
















      
  
 









      
   


































      
   


















      
  
 





    
 
  
       
] 






) [    
 
  
     
]  (








     
]  ( 





   
    
]) 
 (  
 
 
) (  
 
 
)            (  
 
 















)      






















      
 




                 (
   
 
)    (
   
 
)         (
   
 
)     
 
  









   
       
   
  
   
   
 
       
   
   
       




)   
       











)   (




   
)  (





)   (










      
 
)   (





)   (







  ( 








      
  
 









      
   

























      
   












   
 
      








     
 
)(





)       (
     
 
)(
      
  
)(
      






     
 
)(






     
 
)(
     
 
)(
      
   
)       
 (
     
 
)(





)   (
     
 
)(






     
 
)(
      
  
)(
      






     
 
)(






     
 
)(
     
 
)(
      
   
) 
 (
     
 
)(
     
 
)(
       































      
   

























      
   



















      

















)       (






      





      
  
)(







      
  
)(
     
 
)(
      













)    (





) (  
 
 
)   (










      
  
)(
      




)   (
      
  
)(
      









      
  
)(






      
  
)(
     
 
)(
      





Persamaan karakteristik dari matriks tersebut berupa polinom berderajat empat yaitu  
           
     
        , (3.13) 
dengan 
          (
   
 
) 
      (
   
 







       
   
 (
      
 
)  (









    (
   
 




       
   
 
       
























     
 
)(






     
 
)(
     
 
)(
      
   
)
 (









      
  
)(
      




)   




   
   
 
       









   
)  (
















     
 
)(






     
 
)(
      
  
)(
      






     
 
)(






     
 
)(
     
 
)(
       
   
)  (










      
  
)(
      








      
  
)(







      
  
)(
     
 
)(
      








Lampiran 5. Kestabilan dari Titik Kesetimbangan (NSFD) 
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Lampiran 6. Kriteria Kestabilan Schur-Cohn.  
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Lampiran 7. Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik (NSFD) 
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b=input('masukkan beta= '); 
R0=b/(miu+alpha);  
fprintf('nilai R0 = %f ', R0); 
fprintf('\n'); 
for i=1:n-1 
    
S1(i+1)=(S1(i)+fd*(miu+gamma*C1(i)))/(1+fd*(miu+b*
I1(i))); 
    C1(i+1)=(C1(i)*(1-
fd*gamma)+fd*delta*R1(i))/(1+fd*miu+fd*b*I1(i)); 
    
I1(i+1)=(I1(i)*(1+fd*b*S1(i+1)+fd*sigma*b*C1(i+1))
)/(1+fd*(miu+alpha)); 













fprintf('titik tetap yang dihasilkan dari iterasi: 
'); 
fprintf('\n'); 
fprintf(' S*=%8.20f\n', Sn); 
fprintf(' I*=%8.20f\n', In); 
fprintf(' R*=%8.20f\n', Rn); 

































b=input('masukkan beta= '); 
R0=b/(miu+alpha); 
fprintf('nilai R0 = %f ', R0); 
fprintf('\n'); 
for i=1:n-1 
    
S1(i+1)=(S1(i)+fd*(miu+gamma*C1(i)+b*S1(i)))/(1+fd*
(miu+b*I1(i)+b)); 
    
I1(i+1)=(I1(i)*(1+fd*b+fd*sigma*b*C1(i)))/(1+fd*(mi
u+alpha)+fd*b-fd*b*S1(i)); 
    C1(i+1)=(C1(i)+fd*delta*(1-S1(i)-I1(i)-
C1(i)))/(1+fd*b*I1(i)+fd*(miu+gamma)); 







fprintf('hasil iterasi');  
fprintf('\n'); 





fprintf(' S*=%8.20f\n', Sn); 
fprintf(' I*=%8.20f\n', In); 
fprintf(' R*=%8.20f\n', Rn); 
































b=input('masukkan beta= '); 
R0=b/(miu+alpha); 
fprintf('nilai R0 = %f ', R0); 
fprintf('\n'); 
for i=1:n-1 
    
S1(i+1)=(S1(i)+h*(miu+gamma*C1(i)+b*S1(i)))/(1+h*(m
iu+b*I1(i)+b)); 
    
I1(i+1)=(I1(i)*(1+h*b+h*sigma*b*C1(i)))/(1+h*(miu+a
lpha)+h*b-h*b*S1(i)); 
    C1(i+1)=(C1(i)+h*delta*(1-S1(i)-I1(i)-
C1(i)))/(1+h*b*I1(i)+h*(miu+gamma)); 







fprintf('hasil iterasi');  
fprintf('\n'); 





fprintf(' S*=%8.20f\n', Sn); 
fprintf(' I*=%8.20f\n', In); 
fprintf(' R*=%8.20f\n', Rn); 








ylabel('nilai S(t), I(t), R(t), C(t)'); 
grid on 
 
 
